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Antes de empezar...

Últimas notas de turbulencia isotrópica

Central en turbulencia de malla y teoŕıa de Kolmogorov

u(x, t) es estad́ısticamente homogéneo si es estad́ısticamente
invariante a cualquier traslación del sistema de coordenadas

Si además es estad́ısticamente invariante a rotaciones y reflexiones,
entonces es estad́ısticamente isotrópico

La f.d.p. de u no cambia si reemplazamos u por ũ(x̃, t), donde˜
denota la transformación en cualquier sistema rotado y reflejado

Algunas consecuencias

La correlación entre puntos es simétrica

Rij(r, x, t) = Rij(−r, x, t)
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Turbulencia isotrópica

Los componentes normales de los esfuerzos de Reynolds son iguales

u′21 = u′22 = u′23 =
2

3
k

Siguiendo esta idea, u′iu
′

j se suele descomponer en una parte
isotrópica y otra anisotrópica:

aij = u′iu
′

j −
2

3
kδij

Tensor normalizado anisotrópico

bij =
aij

2k
=

u′iu
′

j

u′lu
′

l

−
1

3
δij

Equivalentemente

u′iu
′

j =
2

3
kδij + aij = 2k

(

1

3
δij + bij

)
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Turbulencia isotrópica

El tensor de cuarto orden
∂u′

i

∂xj

∂u′
k

∂xl
es isotrópico (e igual a

αδijδkl + βδikδkl + γδilδjk)

Por lo tanto, se puede probar que

∇ · u = 0 ⇒ 3α+ β + γ = 0

El supuesto de homogeneidad también aporta información

α+ β + 3γ = 0

Combinando lo anterior se establece una expresión especial para el
término de disipación (lo usamos en la teoŕıa de Kolmogorov)

ε = ν
∂u′i
∂xj

2

=
15

2
νβ = 15ν

∂u′1
∂xj

2
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Modelos de turbulencia

Ahora śı, modelos. Hay varias maneras de clasificarlos, pero seguiremos
primero al Davidson y complementaremos con el Pope

Viscosidad de Eddy y largo de mezcla de Prandtl

Modelo k − ǫ desde la ec. de TKE

Modelo de esfuerzos de Reynolds (RSM)

DNS y LES

Resumen y comparación
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Viscosidad de Eddy (Boussinesq)

Boussinesq, 1870s: relación esfuerzo deformación aplicada a
turbulencia

τxy + τRxy = ρ(ν + νt)
∂u

∂y

donde νt es la viscosidad de Eddy

Esta idea nos permite obtener los esfuerzos de Reynolds y resolver las
ecuaciones RANS

Conceptualmente: la mezcla turbulenta actúa aumentando la
viscosidad efectiva del flujo

Pero cómo obtenemos νt?
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Viscosidad de Eddy y modelo de Prandtl

Largo de mezcla de Prandtl: analoǵıa a la teoŕıa molecular de gases

νt = lmVT

donde lm es un largo de mezcla y VT es una medida apropiada de u’

Para un flujo con ∂u
∂y > 0, si un elemento de fluido baja con un eddy

grande desde y + l hasta y , viene con una velocidad mayor u(y + l),
por lo que la variedad de velocidades en y es u ± l ∂u∂y (expansión de
primer orden)

Dicho de otro modo |u′(y)| ∼ l |∂u/∂y |

También esperamos que la correlación u′v ′ sea negativa como lo
hemos visto anteriormente (part́ıcula que sube tiene menos
momentum), por lo que

u′v ′ ∼ ±u′2 ∼ −l2
∣

∣

∣

∣

∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

∂u

∂y
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Viscosidad de Eddy y modelo de Prandtl

La última expresión

u′v ′ ∼ ±u′2 ∼ −l2
∣

∣

∣

∣

∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

∂u

∂y

es similar a la ecuación de Buossinesq

τRxy = ρνt
∂u

∂y

Finalmente, este es el modelo de largo de mezcla de Prandtl:

νt = l2m

∣

∣

∣

∣

∂u

∂y

∣

∣

∣

∣

que relaciona a νt y lm
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Viscosidad de Eddy y modelo de Prandtl

Es un modelo muy simple pero funciona muy bien. Hay valores de lm
obtenidos de manera experimental para diferentes tipos de flujos

Flujos de corte: lm = cδ, donde c depende del flujo (capa de mezcla,
estela, jet)

Capa ĺımite: lm = κy , donde κ ∼ 0.4 es la constante de von Kármán

Debilidades conceptuales: expansión lineal, transferencia total de
momentum a medida que el fluido se mueve, νt se hace cero al centro
de un jet o estela (corregible)
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Modelo k − ε

Es un modelo de viscosidad de Eddy de “1 punto”: busca modelar τRij
(los de 2 puntos buscan modelar Qij(r, x, t))

Queremos generalizar la idea del largo de mezcla de Prandtl desde la
base de las ecuaciones de Boussinesq-Prandtl

τRij = 2ρνtS ij −
1

3
u′2k δij

con νt = lmVT .

Debilidades:

νt es un escalar: flujos fuertemente anisotrópicos pueden tener
problemas
Si S ij = 0 predice isotroṕıa pero eso tampoco es cierto siempre
τRij depende de la condición local y pierde su historia
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Modelo k − ε

VT se puede relacionar con k1/2, y lm con la escala integral l (eddies
grandes)

Nos da la idea de que νt ∼ k1/2l

Recordando que ε ∼ u3/l ,

νt ∼ k2/ε

Esto es lo que hace k − ε: modela la viscosidad de eddy

νt = cµk
2/ε

con cµ ∼ 0.09 (de capa ĺımite)
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Modelo k − ε

Para obtener k y ε tenemos ecuaciones de transporte. La primera
viene de la ec. de TKE

∂k

∂t
+ u · ∇k = −∇ · T+

τRij
ρ
S ij − ε

Pero el término de transporte es complejo:

ρTi =
1

2
ρu′iu

′

ju
′

j + p′u′i − 2ρνu′jS
′

ij

El modelo asume que las fluctuaciones de presión y triple correlación
actúan de manera difusiva (de mayor k a menor k):

T = −αt∇k

donde αt es una constante (desconocida) de difusividad, usualmente
se toma igual a νt
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Modelo k − ε

Dejando una ec. de advección-difusión con término fuente (G ) y
sumidero (ε). Forma general

∂k

∂t
+ u · ∇k = ∇ ·

((

ν +
νt
σk

)

∇k

)

+ G − ε

con σk t́ıpicamente 1

ε tiene otra ecuación de transporte que no viene de un argumento
f́ısico

∂ε

∂t
+ (u · ∇)ε = ∇ ·

((

ν +
νt
σε

)

∇ε

)

+ c1
Gε

k
− c2

ε2

k

Hay tres coeficientes que capturan el comportamiento experimental
de algunos flujos turbulentos: “interpolación sofisticada”. Usualmente
se toman

σε = 1.3, c1 = 1.44, c2 = 1.92
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Modelo k − ε

La ecuación para ε funciona incréıblemente bien (para ser un
invento): parece que igual tiene algo de sentido f́ısico (Pope)

El tiempo caracteŕıstico de un eddy grande es l/u ∼ k/ε, aśı que la
vorticidad caracteŕıstica es ω ∼ ε/k

Para un flujo de corte u(y) con S = ∂u/∂y = cte el flujo medio
debeŕıa eventualmente dominar la vorticidad de los eddies grandes:
ω ∼ S

Una ecuación que describe este proceso seŕıa

dω

dt
= a2[(S/λ)2 − ω2]

Ocurre que las ecuaciones k − ǫ se pueden reordenar para obtener

dω

dt
= (c1 − 1)cµS

2 − (c2 − 1)ω2]

que es la misma forma, es decir que efectivamente capturan ese
efecto para c1 > 1, c2 > 1
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Verificaciones del modelo: turbulencia de malla

Caso turbulencia de malla: decaimiento de flujo homogéneo e
isotrópico, u = 0

k − ε se simplifica a
dk

dt
= −ε

dε

dt
= −c2

ε2

k

u′2 = v ′2 = w ′2

Integrando, da k = k0(1 + t/τ)−n, con n = 1/(c2 − 1) = 1.09, y la
escala de tiempo inicial τ = nk0/ε0

Experimentalmente, este decaimiento es más rápido (n entre 1.1 y
1.4)

Cuando u = 0, k − ε no logra distinguir entre flujos isotrópicos o
anisotrópicos (que se pueden dar con una malla diferente)
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Verificaciones del modelo: capa ĺımite

Caso capa ĺımite, región de ley logaŕıtmica. Sabemos que
τRxy = τw = ρV 2

∗
, y que k es constante en esta región

k − ε se simplifica a
G = ε

νt =
V 2
∗

V∗/κy
=

cµk
2

V 3
∗
/κy

Implica que cµ = (k/V 2
∗
)−2 ∼ 0.09

Combinándolas, da σεc
1/2
µ (c2 − c1) = κ2, con lo que se puede regular

σε en base a c1 y c2
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Verificaciones del modelo: flujo de corte

Caso flujo de corte homogéneo u(y) = Sy

k − ε predice solución asintótica autosimilar en función de las
constantes

S/ω = kS/ε = 4.8 (vs 6.3)

τRxy/ρk = 0.43 (vs 0.28)

G/ε = 2.1 (vs 1.7)

Sobreestima G/ε pero describe una solución autosimilar

Errores en rangos admisibles para usos de ingenieŕıa, aunque pueden
fallar en geometŕıas o configuraciones especiales. Hay tratamientos
especiales cerca de la pared
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Clase anterior

Viscosidad de Eddy (versión general)

τRij = 2ρνtS ij −
1

3
u′2k δij

con νt = lmVT . También se le conoce como viscosidad de remolinos

El modelo k − ε toma νt = cµk
2/ε y agrega 2 ecuaciones de

transporte (advección-difusión) para k y ε

∂k

∂t
+ u · ∇k = ∇ ·

((

ν +
νt
σk

)

∇k

)

+ G − ε

∂ε

∂t
+ (u · ∇)ε = ∇ ·

((

ν +
νt
σε

)

∇ε

)

+ c1
Gε

k
− c2

ε2

k
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Clase anterior

Constantes son elegidas para representar bien algunos flujos canónicos

Subestima el decaimiento en turbulencia de malla (1.09 en vez de
1.1-1.4)

No logra distinguir entre flujo isotrópico o anisotrópico cuando el flujo
medio es cero

cµ se despeja en capa ĺımite (región logaŕıtmica)

Se logra un comportamiento autosimilar en flujo de corte homogéneo,
aunque se sobreestiman G/ε y τRij /k
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Modelos de viscosidad de Eddy

Mencionamos que k −ω es similar. Notar que aqúı ω no es vorticidad!

Es la disipación espećıfica. Usualmente ω = cε/k . Tiene unidades de
1/tiempo, por lo que la viscosidad de Eddy se escala como νt ∼ k/ω

Otro modelo famoso: Spalart-Almaras, tiene solo 1 ecuación extra
para la evolución de νt . No es sencillo de comprender pero śı de
implementar, y fue diseñado para aerodinámica, donde funciona bien.
No predice el decaimiento de νt en turbulencia isotrópica y
sobreestima el crecimiento de un jet plano en un 40%

Hay muy buenos recursos online para ver detalles de diferentes
modelos:

CFD online
NASA Langley
Papers originales de cada modelo
Tarea 6: descripción comparativa
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Modelo de esfuerzos de Reynolds

También es un modelo de 1 punto, pero más complejo que k − ε

Motivación: describir anisotroṕıa y efectos de memoria en el flujo

No trabaja con la ecuación de Boussinesq, en cambio tiene un sistema
de ecuaciones para ui (RANS), τ

R
ij , y ε

La ecuación para ε es similar a la de k − ε, con una difusividad
anisotrópica

La ecuación para τRij viene de la de u′iu
′
j : no es un modelo de

viscosidad de Eddy!

∂τRij
∂t

+ (u · ∇)τRij = −2p′S ′
ij −

(

τRij
∂uj
∂xk

+ τRjk
∂ui
∂xk

)

+ ρεij +
∂Hijk

∂xk

con εij = 2ν
∂u′i
∂xk

∂u′j
∂xk

y Hijk = ρu′iu
′
ju

′
k + ν

∂τRij
∂xk

+ δikp′u
′
j + δjkp′u

′
i

ME6010 (DIMEC/UChile) Modelos de turbulencia October 22, 2021 5 / 21



6/21

Modelo de esfuerzos de Reynolds

Ecuación con múltiples covarianzas... cómo la simplifican?

Pequeñas escalas contribuyen más a εij , son isotrópicas

εij =
2

3
εδij

Término viscoso en Hijk es despreciable, quedando

Hijk = ρu′iu
′
ju

′
k + δikp′u

′
j + δjkp′u

′
i

Usualmente se modela como transporte difusivo (similar a T en
k − ε), con una difusividad anisotrópica αij

Queda algo más por modelar? Śı
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Modelo de esfuerzos de Reynolds

El término de presión deformación

∂τRij
∂t

+ (u · ∇)τRij = −2p′S ′
ij −

(

τRij
∂uj
∂xk

+ τRjk
∂ui
∂xk

)

+ ρεij +
∂Hijk

∂xk

En el RSM más sencillo:

2p′S ′
ij = −ρcR

ε

k

(

u′iu
′
j −

2

3
δijk

)

+ ... = −ρcRεbij + ...

con la constante de Rotta cR = 1.8

Este es el componente más debatido. Ahondemos un poco en ese
debate (conceptualmente)
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Modelo de esfuerzos de Reynolds

Sabemos que las fluctuaciones de presion p′ son no locales
(Biot-Savart) pero el modelo no lo considera (solo usa información
local)

De dónde viene el modelo entonces?

En turbulencia isotrópica bij = 0, p′S ′
ij = 0

Continuidad ⇒ p′S ′
ii = 0

Idea: pensar que p′S ′
ij = 0 redistribuye las varianzas u′2, v ′2, w ′2 para

volver a un estado isotrópico

De hecho, la ec. para τRij en turb. homogénea con u = 0, da

dbij

dt
=

ε

k

(

bij +
p′S ′

ij

ρε

)

si p′S ′
ij = 0, bij se dispara, aśı que efectivamente reestablece la

isotroṕıa
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Modelo de esfuerzos de Reynolds

Con p′S ′
ij = −ρcRεbij , queda

dbij

dt
= −

ε

k
(cR − 1)bij

Como cR − 1 < 1, bij decae con este modelo, lo que es razonable en
algunos casos (return to isotropy)

Sin embargo, la anisotroṕıa persiste en otros casos, por lo que no es
siempre suficiente: otros términos

Expandiendo p′(x) desde p(x) = ρ
4π

∫ (∇·(u·∇u))′′

|x−x′′| dx′′

p′S ′
ij(x) =

ρ

2π

∫
∂2(u′num)

′′

∂x ′′n∂x
′′
n

S ′
ij(x)

dx′′

|x− x′′|
︸ ︷︷ ︸

término lento

+
ρ

π

∂un
∂xm

∫
∂2(unu′m)

′′

∂x ′′n∂x
′′
m

S ′
ij(x)

dx′′

|x− x′′|
︸ ︷︷ ︸

término rápido
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Modelo de esfuerzos de Reynolds

El término lento ya lo vimos (decaimiento de la anisotroṕıa)

El término rápido se asume que es lineal con u′iu
′
j , llegando a algo del

estilo

2p′S ′
ij = −2ρcR

ε

k

(

u′iu
′
j −

2

3
δijk

)

︸ ︷︷ ︸

término lento

− ρĉR

(

Pij −
2

3
Gδij

)

︸ ︷︷ ︸

término rápido

con ρPij = τRik
∂uj
∂xk

+ τRjk
∂ui
∂xk

y G = Pii/2

Hay modelos más complejos para este término, y es una discusión
bien profunda y compleja. Hay mejoras que añaden más términos, en
particular para mejorar el comportamiento anisotrópico cerca de
paredes
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RSM: Resumen

Ecuaciones: RANS, τRij , y ε

No es un modelo de viscosidad de Eddy!

∂τRij
∂t

+ (u · ∇)τRij = −2p′S ′
ij −

(

τRij
∂uj
∂xk

+ τRjk
∂ui
∂xk

)

+ ρεij +
∂Hijk

∂xk

con εij =
2

3
εδij , Hijk = 0.22αkl

∂τRij
∂xl

, αkl = u′ku
′
l

k

ε
,

2p′S ′
ij = −2ρcR

ε

k

(

u′iu
′
j −

2

3
δijk

)

− ρĉR

(

Pij −
2

3
Gδij

)

∂ε

∂t
+ (u · ∇)ε =

∂

∂xi

(

0.15αij
∂ε

∂xj

)

+ c1
Gε

k
− c2

ε2

k
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RSM: Resumen

Mejor que un modelo de viscosidad de Eddy: puede capturar
anisotroṕıa mejor (aunque no siempre perfectamente: depende de
cómo se modela el término de presión-deformación)

Contiene más ecuaciones (6 para τRij ): mayor gasto computacional

Hay algo mejor que RSM?
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DNS y LES

DNS: Direct Numerical Solution. Resolución directa de Navier Stokes
en todas las escalas de importancia en un flujo

LES: Large Eddy Simulation. Resolución directa de Navier Stokes
solo en las escalas grandes. Requerimos de modelos para representar
adecuadamente la disipación en las escalas pequeñas (subgrid models)

Costo computacional de DNS > LES > modelos RANS (RSM, k − ε)

Es DNS perfecto? No, siempre hay errores al implementar el modelo
o numéricos

(Pregunta aparte: Son N-S correctas? Algunos dicen que no)

Es bastante común el uso de métodos espectrales o seudo espectrales
(plantear N-S en el espacio de Fourier) para una implementación
numérica más eficiente. Como mencionamos, eso nos obliga a tener
un espacio peŕıodico
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DNS y el mundo espectral

En un cubo periódico de lado L, nuestra resolución espectral tiene
relación con la espacial menor número de onda es κ0 = 2π/L, y hay
N3 números de onda

~κ = κ0n = κ0(n1e1 + n2e2 + n3e3)

donde ni va de −N/2 + 1 a N/2

El mayor número de onda es κmax = Nκ0/2 = πN/L

En el espacio real, ∆x = L/N = π/κmax

El término no lineal es complicado en su versión espectral. Se suele ir
al espacio real para calcularlo y luego volver al espacio espectral

Transformada de Fourier: métodos numéricos optimizados (FFTW:
the Fastest Fourier Transform of the West)

Errores de aliasing: no poder representar todos los números de onda
posibles al tener un N finito, se pueden tratar
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DNS y su costo

Reproducir todas las escalas: L, ∆x y ∆t deben ser apropiados

Escalas grandes: L = 8L11 en turb. isotrópica: κ0L11 = π/4 ≈ 0.8

Check: el peak de enerǵıa es en κL11 = 1.3, la enerǵıa contenida a
menores escalas que κ0L11 ≈ 0.8 es un 5%

Escalas pequeñas: κmaxη ≤ 1.5, representa bien el espectro disipativo.
Espacio real: ∆x/η = π/1.5 ≈ 2.1
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DNS y su costo

Todas las escalas

N = 2
κmax

κ0
= 2

κmaxη

κ0L11

L

L11

L

η

Del espectro modelo, L11/L → 0.43, y reemplazando queda

N ∼ 1.6(L/η) = 1.6Re
3/4
L

Luego el número total de modos N3 ∼ 4.4Re
9/4
L

Qué ∆t usamos? Condición t́ıpica CFL=1/20 (número de
Courant-Friedrich-Levy)

C =
u∆t

∆x
=

k1/2∆t

∆x
=

1

20

restricción viene dada por temas de estabilidad numérica
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DNS y su costo

Por cuánto tiempo simulamos? 4 veces la escala de tiempo τ = k/ε

M =
4τ

∆t
= 80

L

∆x
=

120L

πη
∼ 38.2Re3/4

Costo total ∼ N3M ∼ 160Re3L
Cómo se traduce esto en tiempo? Depende del computador y de la
implementación. Algunos estimados:

Pope para un PC de 1 Gflop, L/L11 = 8, y T = 4τ : Re=1500 toma
13 d́ıas, Re=24000 toma 90 años

Davidson para un PC de 1 Tflop, L/L11 = 10, y T = 10τ : Re=1000
toma 2 h, Re=50000 toma 24 años

Los supercomputadores en el NLHPC tienen varios TFlops (ver)
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DNS en perspectiva

Para qué lo usamos entonces si es tan costoso y restringido a
problemas periódicos?

Datos valiosos para mejorar otros modelos de turbulencia

Mejorar nuestra comprensión de fenómenos dif́ıciles de observar
experimentalmente, o derechamente teóricos

Identificar estructuras y comprender su dinámica (también desarrollar
mejores métodos de identificación)

Periodicidad puede ser en menos direcciones (pseudo espectral), o
también sin uso de métodos espectrales y resolver directamente en el
espacio real (aunque es más lento): uso en flujo de canal o capa ĺımite

No hay art́ıculos en wikipedia(es) sobre muchos temas de turbulencia
(si alguien se motiva a al menos traducir la wiki(en), pueden ser
puntos recuperativos)
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LES

A mitad de camino entre modelos y DNS

Los fenómenos de las escalas pequeñas se modelan, esto funciona
bien porque la cascada lleva información en esa dirección (si fuera al
revés no seŕıa existoso)

En DNS gran parte de los modos usados se abocan a las escalas
pequeñas (> 99%, Davidson)

Para muchas aplicaciones donde las escalas grandes dominan el
transporte turbulento, LES es más atractivo: ingenieŕıa y meteoroloǵıa

Se dice que LES resuelve una versión “filtrada” de N-S: esto es una
interpretación matemática de no contar con una malla lo
suficientemente fina, las ecuaciones implementadas en la práctica son
las mismas que en DNS
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LES y el filtering

Lo que se interpreta es que la velocidad obtenida en LES u
f es una

versión filtrada de la verdadera velocidad del fluido

u = u
f + u

′

donde u
′ es la velocidad residual

No es una descomposición de Reynolds pues uf 6= u
f y u′ 6= 0

Esto es porque hemos despreciado las escalas pequeñas

Si introducimos esta partición a N-S llegamos a algo casi idéntico a
RANS pero en vez de esfuerzos de Reynolds, tenemos esfuerzos
residuales (τRfij )

Cómo los modelamos? Viscosidad de Eddy residual (νR)

τRfij = 2ρνRSij +
1

3
δijτ

Rf
kk
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LES y modelo de Smagorinsky

Lo que nos falta: νR ∼ LvL, donde v2L es la enerǵıa cinética de eddies
de tamaño L: los más grandes que quedaron sin resolver

Modelo de Smagorinsky:

νR = C 2
SL

2(2Sij
2
)1/2

con el coef. de Smagorinsky CS ∼ 0.1

Funciona bien con flujos de corte y turb. isotrópica, pero es muy
disipativo cerca de paredes

Existen muchas mejoras para pared, aunque este es el principal
problema que puede tener en algunas aplicaciones

Hay esquemas h́ıbridos con un modelo de viscosidad de Eddy en la
zona de pared (ej: Detached-Eddy Simulation DES)

Otra es el modelo dinámico: CS(x, t) vaŕıa con el estado local del flujo

Es uno de muchos subgrid models
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Mónica Zamora Z.

DIMEC, U. Chile

October 27, 2021
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Clase anterior

Modelo de esfuerzos de Reynolds (RSM)

No es un modelo de viscosidad de Eddy!: Ec. para τRij , ui y ε

Controversia en el término de presión-deformación

DNS: resolución directa de N-S en todas las escalas

Costo computacional muy alto ∼ Re3

LES: resolución directa de N-S solo en las escalas grandes

Requiere subgrid models para las escalas pequeñas: ej: Smagorinsky
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Últimos comentarios generales

Periodicidad

Afecta el desarrollo del movimiento a grandes escalas, se pierde
información de correlación espacial a escalas mayores que L

En términos matemáticos, f (r) ahora también es periódica, lo que
choca con las formulaciones matemáticas (Ec. Kármán-Howarth)
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Resumen modelos

RANS - Viscosidad de Eddy: 1 o más ecuaciones (Spalart-Almaras,
k − ε, k − ω ...)

RANS - Modelo de esfuerzos de Reynolds (RSM)

LES

LES + Viscosidad de Eddy (ej: DES) para mejorar el tratamiento de
pared

DNS

Hay otros?
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Otros: 1/2-point correlations

Modelos de 1 punto (τRij ): Viscosidad de Eddy, RSM

Modelos de 2 puntos (Qij , Sijk)

Qij =< ui (x)uj(x+ r) >

Sijk =< ui (x)uj(x)uk(x+ r) >

Usados en f́ısica y matemática, no mucho en ingenieŕıa
Restringidos a turbulencia homogenea
Modelo simple por Obhukov (49), restringido al rango de equilibrio
Modelo Quasi-Normal (QN) y sus sucesores con mejoras: EDQN y
EDQNM (Eddy Damped Quasi-Normal / Markovian). Asume una pdf
cuasi normal, de ah́ı el nombre base. Ésta genera una componente
negativa en el espectro, por lo que fueron añadidos términos de
damping

Es necesario ahondar en teoŕıa de turbulencia isotrópica para
entenderlos a cabalidad
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Caminata bibliográfica
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Caminata bibliográfica

DNS de flujo de canal turbulento usando GPUs

Tiene una buena revisión bibliográfica de DNS de flujo de canal,
menciona detalles del tipo de implementación: fractional-step,
integración temporal con RK, y métodos: espectrales, diferencias
finitas, o mixtos, y CB periódicas en x , z

Les interesa ahondar en las estructuras generadas en la pared

Métodos numéricos

N-S y ∇ · u = 0 en forma adimensional se traspasa a un espacio
espectral (solo con x , z), las derivadas espaciales ∂/∂y se mantienen
Tratamiento de aliasing con regla 3n/2
Malla refinada en y con f (tanh)
Estrategia con RK y fractional-step: Avanzar integrando ûi y luego
corregir la presión p̂ (Ec. Poisson)

N ∼ 11− 118× 106
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Caminata bibliográfica
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Caminata bibliográfica

LES de flujo de canal turbulento de 1979

Computador ILLIAC IV, el primero con paralelización masiva

Dice que LES es relativamente nuevo, y que la primera aplicación fue
hecha por Deardoff

Detalles de LES son los mismos que hemos revisado: uso del filtro,
ecs. adimensionalizadas por δ y uτ

Modelan τij (residuales) con un modelo de viscosidad de Eddy
(residual), la que se obtiene con el modelo de Smagorinsky. El largo l

se multiplica por un término de damping para disminuir la excesiva
disipación cerca de la pared

Malla no uniforme con tanh, BC periódicas en x , z : pseudo-espectral
con N-S con κ1 y κ3, integración temporal semi-impĺıcita: AB y CN

Habla de que la implementación algebraica permite armar una matriz
que es block-tridiagonal (fácil de resolver y la gran ventaja de usar
métodos espectrales)

N ∼ 262, 144(643)
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Caminata bibliográfica
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Caminata bibliográfica

LES de una capa de mezcla turbulenta

Es flujo compresible con Ma = 0.2, pero eventualmente se considera
que en la práctica no es diferente que uno compresible

Compara 6 subgrid models:

Smagorinsky: lo conocemos, usan Cs = 0.17
Similaridad: lo que pasa en las escalas grandes es parecido a lo que
debeŕıa pasar en las pequeñas
Gradiente: τij se estima con gradientes (de expansión Taylor)
V. Eddy dinámica: Parecido a Smagorinsky pero en vez de Cs se usa
un Cd que es recalculado dinámicamente en base al flujo local.
Trabajos de Germano y Lilly son clave
Dinámico mixto: Suma términos de V. Eddy dinámica y de similaridad
Dinámico de Clark: Suma términos de V. Eddy dinámica y de gradiente

Mejores resultados con modelos dinámicos. Smagorinsky es muy
disipativo mientras similaridad y gradiente son poco disipativos
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Caminata bibliográfica
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Caminata bibliográfica

LES en la parte posterior de un perfil de ala de avión (trailing edge)
asimétrico

LES + modelo de V. Eddy-largo de mezcla para mejorar tratamiento
cerca de la pared

La motivación es bajar el costo computacional de la simulación
(tienen otro paper con la simulación LES a una mayor resolución)

Aproximan las velocidades cerca de la pared usando τwi con modelos
de pared que incluyen una viscosidad de Eddy

La V. Eddy se obtiene con un largo de mezcla e incluyendo un
término para damping (igual que Kim y Moin en el 79)
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Caminata bibliográfica
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Caminata bibliográfica

Detached-Eddy Simulation (DES) es un tipo de LES + V. Eddy que
ha sido liderado por Spalart. Este es el primer paper (de conferencia)
donde se describió la idea

Spalart viene del mundo aerodinámico (trabaja en Boeing), aśı que
también es esa la aplicación: LES para un ala de avión

Usa RANS en la capa ĺımite y separación y luego Smagorinsky
después de la separación

Habla de conceptos interesantes: quasi DNS (QDNS) cuando LES se
refina mucho cerca de la pared, very-LES (VLES) cuando son
simulaciones transientes

Detached-Eddy: Eddys pegados a la pared serán modelados (RANS),
eddys despegados (por separación) serán resueltos (LES)

Adapta el modelo Spalart-Allmaras para que sea un subgrid model,
con un largo d corregido con un coeficiente CDES
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Lo que quiero decir con no canónico

Campos: geof́ısica, astrof́ısica, ingenieŕıa

Otras fuerzas / f́ısicas, otras geometŕıas, complejidades adicionales

Calor: temperatura y estratificación
Rotación / Coriolis
Estratificación
Campos magnéticos
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Transferencia de calor turbulenta en paredes

Pensemos en flujo de canal y capa ĺımite con transferencia de calor

El calor se transporta (difusión turbulenta) de dos modos

Lejos de la pared: advección de eddies grandes

Cerca de la pared: conducción molecular y eddies pequeños

Veamos algunas cosas más en detalle: Ec adv-dif de calor

DT

Dt
= α∇2T , con T = T + T ′

O bien
D

Dt
ρcpT = −∇ · q, con q = −kc∇T

D

Dt
ρcpT = −∇ · (−kc∇T

︸ ︷︷ ︸

conducción
molecular

+ ρcpT ′u′
︸ ︷︷ ︸

mezcla
turbulenta

) = −∇ · qT
︸︷︷︸

flujo de calor
turbulento
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Mezcla turbulenta de calor

El término T ′u′ es análogo a τRij y necesita un modelo

Gradiente difusivo:
T ′u′ = −αt∇T

donde αt es la difusividad turbulenta. De esta manera la ec. de calor
queda

DT

Dt
= −∇ · ((α+ αt)∇T )

Caso simplificado y supuesto razonable: flujo estad́ısticamente
estacionario e independiente de x , z

|qT | = qTy = cte = −kc
dT

dy
+ ρcpT ′v ′
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Mezcla turbulenta de calor

La difusión molecular es despreciable (excepto cerca de la pared),
luego

T ′v ′ = cte =
qTy

ρcp
= −αt

dT

dy

Entonces se puede calcular T si tenemos αt(y). Diversas maneras:

Analoǵıa de Reynolds: El transporte de calor es análogo al de
momentum αt = νt

du/dx

cpτRij
= −dT/dy

qTy

Largo de mezcla: αt =
√
v ′2lm donde lm = κy

T ′v ′ = −
√
v ′2lm

dT

dy

ME6010 (DIMEC/UChile) Flujos no canónicos October 29, 2021 5 / 18



6/18

Mezcla turbulenta de calor

La difusión molecular es despreciable (excepto cerca de la pared),
luego

T ′v ′ = cte =
qTy

ρcp
= −αt

dT

dy

Entonces se puede calcular T si tenemos αt(y). Diversas maneras:

Analoǵıa de Reynolds: El transporte de calor es análogo al de
momentum αt = νt

du/dx

cpτRij
= −dT/dy

qTy

Largo de mezcla: αt =
√
v ′2lm donde lm = κy

T ′v ′ = −
√
v ′2lm

dT

dy
, luego qTy = ρcp

√
v ′2κy

dT

dy

ME6010 (DIMEC/UChile) Flujos no canónicos October 29, 2021 6 / 18



7/18

Ley logaŕıtmica para T

En la región cerca de la pared donde
√
v ′2 ∼ V∗, lm = κy ,

u/V∗ =
1
κ ln y+ + A, la ecuación de largo de mezcla resulta en

Tw − T (y)

T∗

=
1

κt
ln

V∗y

α
+ AT ,

donde T∗ =
qTy

ρcpV∗

= T ′v ′

V∗

, Tw es la temperatura en la pared,
κt ∼ 0.48 es una constante universal, AT depende de Pr

La analoǵıa de Reynolds también resulta en esta ley logaŕıtmica, con
κt = κ, las que no son tan diferentes

Si bien se puede obtener de estos dos modelos, también se puede
llegar a ella con argumentos dimensionales cuando V∗y/α es grande y
y/W es pequeño
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Ley logaŕıtmica para T

Cerca de la pared esta ley debe calzar con la conducción molecular:
∆T = qTy/ρcpα = T∗V∗y/α

Esta igualdad determina AT en la altura de intersección yT = V∗y/α

AT = yT − 1

κT
ln yT

Los valores de yT dependen del ancho de la capa de conducción
molecular, la que a su vez depende de Pr

Flujos muy conductivos (Pr ≪ 1) zona de conducción se extiende
hasta y+ ∼ 5/Pr
Flujos poco conductivos (Pr ≫ 1) esta zona es pequeña pero actúa
como una capa aislante (hay más de una propuesta)

yT =

{

5 Pr < 1

15Pr2/3 Pr ≫ 1
, luego AT =

{

1.6 Pr < 1

15Pr2/3 Pr ≫ 1
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Dependencia de AT con Pr

Casos particulares

Gases comunes a temperatura ambiente (Pr ∼ 0.7): AT ∼ 4.6 y la
ley log. es muy similar a la de velocidad (A ∼ 5.5)

Fluidos que son malos conductores (Pr alto): AT ∼ Pr2/3 ⇒ ∆T

será grande, debido que la capa conductora actúa como un “aislante”

Fluidos que son buenos conductores: AT no depende de ν
(Pr = ν/α), pues conducción domina

En capa ĺımite turbulenta, la transferencia de calor se caracteriza con
el número de Stanton y el coeficiente de fricción

St =
qT

ρcpu∞∆T
, cf =

τw
1
2ρu

2
∞

=
2V 2

∗

u2
∞

La ley log. se puede reescribir como f (St, cf ), lo que es útil para
cálculos
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Efectos de T en u

“Aire caliente sube”: buoyancy, flotabilidad / fuerza de empuje

Cambios de densidad afectan a N-S, una manera de incluirlos es
mediante la aproximación de Boussinesq: pequeños cambios de
ρ = ρ0 − βρ0(T − T0) donde T0 es una temperatura de referencia

Coef. de expansión térmica β = − ∂ρ
∂T

1
ρ

Fuerza de empuje / buoyancy: −ρβ(T − T0)g entra a N-S

Esta fuerza es tremendamente importante en la capa ĺımite
atmosférica (CLA o ABL)

En la ABL también importa la rotación de la tierra: mediante la
fuerza de Coriolis, el movimiento del aire se “desv́ıa” (capa de
Ekman). Este efecto se ve a grandes escalas, lejos de la superficie y
afecta a algunos flujos más que a otros (para más remate depende
también de la latitud)
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Flujo en la ABL

Tamaño de la ABL: 0.5-5 km. Dos grandes regiones:

Capa exterior o de Ekman (90% superior): balance entre Coriolis y
gradiente de presión (gran parte de la dinámica atmosférica)

Capa interior (10% inferior): dominan los efectos de fricción de la
superficie. Sin buoyancy, se cumple la ley logaŕıtmica

u

V∗

=
1

κ
ln

y

y0

donde y0 ∼ k̂/30 representa la rugosidad de la superficie (de 0.001 m
en arena a 1 m en bosques)
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Flujo en la ABL

La turbulencia depende de la flotabilidad / buoyancy ! Hay diferentes
configuraciones posibles ligadas a perfiles de temperatura en relación con
el viento:

Neutral: poca buoyancy, dominan los efectos de fricción por el viento

Inestable: aire más caliente abajo tenderá a generar movimiento
ascendente y mezcla. Es común durante el d́ıa cuando la radiación
solar calienta la superficie

Estable: aire más caliente arriba, poco movimiento es generado.
También conocido como estratificación. Es común durante la noche
cuando la superficie se enfŕıa por radiación infrarroja
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Capa interna de la ABL

Hay más cosas que decir sobre empuje / buoyancy. Para gases ideales
β = 1/T0, luego la fuerza es −ρ(T − T0)/T0g. Def: θ = T − T0

Incluir este término en N-S determina otro en la ec. de TKE como
producción por empuje (buoyant production):

ρgθv ′/T0 = qTg/CpT0

Cuando la fricción por viento es pequeña, buoyancy ∼ disipación:

qTg/cpT0 ∼ ρε

Recordando la idea del largo de mezcla, y con u′ ∼
√
v ′2, tenemos

qT/ρcp ∼ −u′lmdT/dy ∼ θ′u′
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Capa interna de la ABL: viento débil

Finalmente, con ε ∼ u′3/lm y lm ∼ κy , se puede llegar a las famosas
expresiones (Prandtl):

u′ ∼
(
qT

ρcp

)1/3(
T0

κg

)
−1/3

y1/3

θ′ ∼
(
qT

ρcp

)2/3(
T0

κg

)1/3

y−1/3

∣
∣
∣
∣

dT

dy

∣
∣
∣
∣
∼

(
qT

ρcp

)2/3(
T0

κg

)1/3

y−4/3

El último coeficiente es usualmente menor en experimentos (-3/2),
aunque hay controversia porque es dif́ıcil obtener datos en ausencia de
viento
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Capa interna de la ABL: número de Richardson

El balance en general tiene tanto fricción por viento como buoyancy.
Cómo sabemos cuál domina?

Número de Richarson (Rf o Rif ): fracción entre ambos términos en la
ec. de TKE. También hay Rg y Rb (diferentes aproximaciones)

Rf =
gθv ′/To

−u′v ′∂u/∂y

Rf ≪ 0: buoyancy domina

Rf ∼ O(1) < 0: buoyancy es despreciable

0 < Rf < O(1): estratificación estable: suprime la turbulencia
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Capa interna de la ABL: largo de Monin-Obhukov

Cuando el perfil de velocidades es logaŕıtmico, se simplifica Rf = y/L,
donde L es el largo de Monin-Obhukov

L = −(T0/κg)V
3
∗

qT/ρcp

Muy útil para caracterizar algunos procesos en la ABL. Usualmente
|L| ∼ O(10)m

L < 0 indica una configuración inestable y generación de turbulencia
por buoyancy

Para y ≪ |L| buoyancy no es muy importante en la generación de
turbulencia

Para y ≫ |L| buoyancy domina y la fricción no es muy importante

Para L >> 0 (estratificación o configuración estable), la turbulencia
solo es posible a alturas más bajas y luego se suprime
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Capa interna de la ABL: ley log. corregida

Cerca de la superficie,

du

dy
=

V∗

κy
φ(y/L)

donde φ corrige la ley logaŕıtmica para incluir los efectos de buoyancy

Para y ≪ |L|, corrección lineal:

φ(y/L) = 1 + γy/L

con γ = 4− 8. Concepto: u(y) cambia menos rápido en condiciones
inestables (L < 0), porque hay más mezcla turbulenta

Para y ≫ |L|, mediante la idea de viscosidad de eddy

φ(y/L) = (y/|L|)−1/3

Para valores intermedios? Ajustes experimentales
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Programación

Martes 9 - Jose L. Ort́ız-Taŕın. Estela y capa ĺımite turbulenta en
flujos ambientales

Viernes 12 - ABL y nubes estratocúmulo: la STBL
(Stratocumulus-Topped Boundary Layer)

Resto del semestre: ver u-cursos
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Flujos no canónicos (II)
ME6010 - Introducción a la turbulencia

Mónica Zamora Z.

DIMEC, U. Chile

November 16, 2021
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Lo no canónico

Charla 1: cuerpo esbelto, estratificación, Coriolis, modos globales

Charla 2: nubes (agua), buoyancy, radiación, estratificación, grandes
estructuras (updrafts y downdrafts)

Clase anterior: transferencia de calor en paredes, mezcla turbulenta y
ley log, importancia de Pr , efecto de flotabilidad y estabilidad, ec. de
Boussinesq, buoyancy vs. viento: número de Richardson, largo de
Monin-Obhukov

Clase de hoy: rotación, estratificación, y campos magnéticos
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Rotación

La rotación introduce fuerzas de Coriolis y centŕıfugas a un sistema de
referencia inercial, que se añaden como fuerzas externas

Fcor = −2mΩ× u, Fcen = −mΩ× (Ω× x)

Fcen se puede introducir a un gradiente de presiones modificado ∇p

Para el sistema en rotación, queda N-S modificada:

∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇(p/ρ) + 2u× Ω+ ν∇2u

Número de Rossby: término inercial (no-lineal) vs Coriolis

Ro =
u

lΩ
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Rotación

Despreciando el término viscoso y para Ro bajo, el sistema se asemeja
a un sólido en rotación

Du

Dt
= +2u× Ω−∇(p/ρ)

Coriolis puede generar ondas inerciales (Fig. del Davidson)
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Rotación

Tomando el producto cruz, eliminamos la presión, y con ~Ω = Ωêz
simplificamos a

Dω

Dt
= 2(Ω · ∇)u

En el caso estacionario (y con Ro bajo), llegamos al teorema de
Taylor-Proudman

(Ω · ∇)u = 0

que implica que el flujo es 2D (u 6= f (z))

Efecto columna de Taylor: es como si un obstáculo parcial fuera
sólido. Video1, Video2
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Rotación

Por qué el flujo sabe que tiene que moverse con el objeto? Ondas

Derivando en el tiempo y tomando producto cruz se puede llegar a
una ecuación de ondas para u

∂2u

∂t2
+ 4(Ω · ∇)2u = 0

La que tiene una solución de ondas (exponencial compleja), con la
que se puede obtener la vel. de fase y relación de dispersión
(frecuencia espacial / temporal)

No me quiero meter en detalle, pero de la matemática se ven ondas
que se propagan en el eje de rotación ante pequeñas perturbaciones
de velocidad en esa dirección: se forma un cilindro lleno de ondas

Si en vez de un cuerpo, hay un eddy, éste también puede propagar
ondas internas. Ver más en Davidson, mucha de su carrera es en este
campo
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Rotación

Estructura de la turbulencia:

Eddies grandes tienden a tener forma de columnas (cigarros), y
cuando Ro es pequeño, el flujo es 2D

Enerǵıa cinética turbulenta y momentum se propaga en la dirección
de la rotación

Inmersos en un mar de ondas inerciales y movimientos de pequeñas
escalas
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Estratificación

Variaciones de densidad: ρ+ ∂ρ0
∂z

z , pequeñas, luego la aproximación
de Boussinesq (sin f. viscosas)

Dρ

Dt
= 0, ∇ · u = 0, ρ

Du

Dt
= −∇ρ+ ρg

Linealizando ρ = ρ0 + δρ

∂δρ

∂t
+ w

dρ0
dz

= 0, ∇ · u = 0, ρ
Du

Dt
= −∇(δρ) + δρg

Tomando producto cruz, derivando en el tiempo, y producto cruz otra
vez, queda una ecuación de onda

∂2

∂t2
∇2u+ N2

(

∇2wêz −∇∂w

∂z

)

= 0
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Estratificación

Donde N es la frecuencia de Brunt-Väisälä (o de buoyancy /
flotabilidad) que es la frec. máxima de ondas internas de gravedad

N2 = −g

ρ

dρ0
dz

Las ecuaciones para el caso con rotación o estratificación son
similares, en este caso el paquete de ondas propaga enerǵıa en la
dirección del plano Video3

En estratificación fuerte, los eddies se organizan en forma de
panqueques: circunferencias planas: movimiento cuasi 2D. Varias
teoŕıas sobre su formación, aún en estudio
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Campos magnéticos

Fluidos conductores + campos magnéticos: Magnetohidrodinámica
(MHD)

Lo no canónico: Fuerza de Lorentz

Flujo con u en un campo magnético B induce una corriente
J ∼ σu× B (σ: conductividad eléctrica)

Corriente inducida genera un segundo campo magnético que se suma
a B y arrastra las ĺıneas magnéticas

La fuerza de Lorentz J× B actúa sobre el fluido, frenándolo
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Campos magnéticos

Teoŕıa se separa para fluidos altamente / pobremente conductores
pues dominan diferentes procesos... cómo clasificamos?

Número de Reynolds magnético

Rm = ul/λ = µσul

µ: permeabilidad en vaćıo, λ = 1/(σµ): difusividad magnética

Para la mayoŕıa de problemas terrestres, Rm es bajo

En astrof́ısica, Rm es muy variado
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Campos magnéticos

Ley de Ohm: J = σE, donde E: campo eléctrico. Pasa a ser

J = σ (E+ u× B)
︸ ︷︷ ︸

campo eléctrico efectivo

= σEr

Fuerza de Coulomb: f = qE → f = qEr

Ley de Faraday:

fem =

∮

C

Er · dr = − d

dt

∫

S

B · dS = −dΦ

dt

Luego, en una curva material Cm, se induce una corriente J

∮

Cm

J · dr = −σ
d

dt

∫

S

B · dS = −σ
dΦ

dt
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Campos magnéticos

Ley de Ampère: hay un campo magnético asociado a J

∮

C

B · dr = µ

∫

S

J · dS ⇔ ∇× B = µJ

Es decir, B = f (J), y es no-local (ec. de Biot-Savart)

Campo magnético inducido en relación al existente: |BIN | ∼ Rm|B0|
Veamos qué ocurre para Rm bajo y alto
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Campos magnéticos

Bajo Rm: BIN es bajo también

Corriente inducida J ∼ σB0u

Fuerza de Lorentz F ∼ σB2
0u

Luego, u decae por acción de esta fuerza

du

dt
∼ −u

τ
, τ =

ρ

σB2
0

τ : tiempo de amortiguación magnética

El rol de la fuerza de Lorentz es frenar o quitar momentum lineal,
convirtiendo la enerǵıa mecánica en calor
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Campos magnéticos

Alto Rm: BIN = µlJ

Con argumentos geométricos, BIN = f (B0, η), donde η es la dirección
de movimiento

Despejando J y F , se llega a una ecuación de movimiento para η

d2

dt2
(η − η0) +

v2a
h2

(η − η0) = 0

donde h2 depende de parámetros geométricos, y va = B0/
√
ρµ es la

velocidad de Alfvén

Esta es una ecuación de onda! Movimiento oscilante a una frecuencia
proporcional a va, no hay disipación de enerǵıa
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Campos magnéticos

Hannes Alfvén fue premio nobel de f́ısica por su trabajo en MHD

El sol emite ondas de Alvfén (Guo et al., 2016, Nature)

ME6010 (DIMEC/UChile) Flujos no canónicos November 16, 2021 16 / 19

https://www.nature.com/articles/srep18895


17/19

Campos magnéticos

Con esto tenemos una idea de los principios y f́ısica básica en MHD

Entonces, los fluidos se mueven en base a un kit de ecuaciones: N-S
(con fuerza externa de Lorentz) y una versión simplificable de las
ecuaciones de Maxwell + ley de Ohm

Dentro del mar de ecuaciones aparece una ec. de evolución para B

con una forma muy conocida:

∂B

∂t
= ∇× (u× B) + λ∇2B = 0

Diferente difusividad pero el campo magnético se comporta como la
vorticidad!

Conductor perfecto (λ = 0) conserva el flujo magnético y las ĺıneas
magnéticas están congeladas (análogo magnético del teo. de Kelvin)

Ecuaciones de enerǵıa electromecánica: decrece por efecto Joule y
disipación viscosa
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Campos magnéticos...

Qué pasa cuando los efectos se juntan?

Rotación y campos magnéticos: además de ondas inerciales y ondas
de Afven, aparecen ondas magnetostróficas, que tienen una muy baja
frecuencia (mezclando las ecuaciones se llega a su ec. de onda)

Para qué sirve MHD? Ingenieros (bajo Rm), astrof́ısica y plasma (alto
Rm), mientras el centro de la tierra tiene una rango de Rm (teoŕıa de
geod́ınamo). También nos sirve para estudiar la convección en la
corona del sol, donde se emiten ondas de Afvén
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Campos magnéticos...

MHD + Coriolis + buoyancy explica el campo magnético de la tierra:
no es trivial (sorry!, Davidson 9.5)
La estructura turbulenta media que se da mantiene un campo
magnético de tipo dipolo. Simulaciones muestran que la hay
diferentes configuraciones para la estructura del flujo. ver primera
simulación (del ’95)
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Por qué tenemos big data?
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Big data y turbulencia

Big data o Macrodatos: muchos datos para procesar en un tiempo
tolerable

Se han popularizado en los últimos 10 años a medida de que aumenta
la generación de datos, capacidad de almacenamiento y análisis

Caracteŕısticas (las V): volumen, variedad (tipos de datos), velocidad
(generación de datos y procesamiento), valor, variabilidad (de los
datos o su tipo)

A medida que implementamos más monitoreo y modelamiento,
tendremos más datos en ingenieŕıa. Técnicas aplicadas a big data son
útiles para muchas aplicaciones

Por qué turbulencia es big data? (espero sus respuestas)
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Tipos de datos

Tipos de datos: estructurados y no estructurados... en turbulencia?

Casi siempre son estructurados: cuantitativos, y de hecho muy
estructurados cuando son mediciones o resultados de modelos

No estructurados: más cualitativos, como texto, datos de redes
sociales, imágenes de seguridad

Menos estructurado es posible en turbulencia, por ejemplo:
procesamos datos para detectar estructuras coherentes, luego estudiar
sus dinámicas no siempre es algo 100% cuantitativo
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Cómo acceder a los datos

Acceso a datos: estructuras de datos son importantes

Nuevos formatos se han popularizado: DataFrame, Spark (bases de
datos), NetCDF (geociencias)

Permiten hacer queries / consultas en servidores sin cargar todo el set
de datos

Otras técnicas como scraping son muy importantes hoy en d́ıa

Parecido a cómo lo hicieron en la Tarea 4/5 (Q: cómo es la estructura
de datos de JFTDB?)
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La JHTDB

Toda una estructura de cluster para nada trivial:
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La JHTDB

Toda una estructura de cluster para nada trivial:
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Ya, y para qué nos sirve tanto dato?

Data mining: extraer patrones

Machine learning: aprendizaje automático de patrones en los datos
(regresión + optimización) para aprender, clasificar, hacer pronósticos

Estad́ısticas: en realidad es la base teórica de todos los otros
métodos, pero se pueden hacer análisis clásicos como tests de
hipótesis o ANOVA

Técnicas se traslapan, pero en turbulencia quizás nos sirve entender
que hay métodos data-driven y otros model-driven

Data-driven: uso exclusivo de datos históricos para aprender el
funcionamiento de un sistema y predecir su futuro
Model-driven: se establece un modelo base y los datos ayudan a
calibrar parámetros o forma del modelo
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Ya, y qué queremos ver en estas cátedras?

Este no es un curso de big data... (pero si quieren aprender por su
cuenta, los v́ıdeos de Steve Brunton (UW) son muy buenos)

La mejor manera de aprender es haciendo: agarrar un set de datos,
probar ideas y métodos, fallar, buscar ayuda en stackoverflow, repetir
hasta lograrlo

Mundo muy dinámico: nuevos métodos y software en constante
desarrollo, herramientas disponibles de grandes desarrolladores (e.g.
Tensorflow de Google)

Y entonces, qué veremos más o menos?

Barrido de ideas usadas en turbulencia actualmente
Qué se está mostrando en conferencias / publicando recientemente?
Cómo ayudan los nuevos métodos?
Los métodos que usan big-data ayudan o no?
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Qué se muestra en conferencias?

ME6010 (DIMEC/UChile) Nuevos métodos en turbulencia November 26, 2021 10 / 28

https://meetings.aps.org/Meeting/DFD21/Session/A11


11/28

Qué se muestra en conferencias?
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Qué se está publicando?
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(Brunton et al., ARFM 2020)

Descripción de técnicas y sus usos

Extraer las caracteŕısticas del flujo: simplificar datos espaciales con
técnicas de descomposición (POD, PCA), clasificación y clustering
(k-means, SVM), superresolución / reconstrucción y limpieza /
filtering

Modelar flujos (y ecs. diferenciales en general): modelos lineales en
bases no lineales (DMD, Koopman), redes neuronales (ANN, RNN,
etc), reduced-order-models: simplificar la complejidad con ecuaciones
más sencillas

Modelos de turbulencia: RANS y LES calibrados con ML y NNs a
partir de datos experimentales o DNS, técnicas también se usan para
aprender dónde están fallando los modelos existentes

Control y optimización: algoritmos de navegación / vuelo óptimo,
mejorados o reemplazados con técnicas de ML y NNs
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(Brunton et al., ARFM 2020)

Desventajas o cosas a tener en cuenta

Siempre hay que tener cuidado al extrapolar: aprendizaje basado en
datos está limitado al rango experimentado en el set de datos

Aprendizaje supervisado tiene tomas de decisiones que pueden alterar
un poco los resultados: para que estos sean reproducibles deben
revisarse a medida que se prueban

Know-how: hacer las preguntas correctas que puedo responder bien
con cierto problema y cierto set de datos para su aprendizaje. Decir
con claridad los alcances de los modelos que resultan
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(Brunton et al., ARFM 2020)

Desventajas o cosas a tener en cuenta

Siempre hay que tener cuidado al extrapolar: aprendizaje basado en
datos está limitado al rango experimentado en el set de datos

Aprendizaje supervisado tiene tomas de decisiones que pueden alterar
un poco los resultados: para que estos sean reproducibles deben
revisarse a medida que se prueban

Know-how: hacer las preguntas correctas que puedo responder bien
con cierto problema y cierto set de datos para su aprendizaje. Decir
con claridad los alcances de los modelos que resultan
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Qué se está publicando?

Método para resolver PDEs en una malla un orden de magnitud más
gruesa con la misma precisión: 80x menos tiempo de cómputo(!)

El algoritmo usa ML para aprender a interpolar en términos que
usualmente son más afectados por una malla gruesa (derivadas y
modelos de turbulencia)

Logran generalizarlo para otros problemas y Re: el poder de las
técnicas h́ıbridas
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(Kochkov et al., PNAS 2021)
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(Kochkov et al., PNAS 2021)

Learned interpolation (LI) vs Direct Simulation (DS): LI adquiere la
precisión de DS a un factor de casi 10x la resolución
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(Kochkov et al., PNAS 2021)

Generalización para decaimiento libre: similar, solo que el factor de
resolución para la misma precisión cambia
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(Kochkov et al., PNAS 2021)

Generalización para un mayor Re: similar, solo que el factor de
resolución para la misma precisión cambia

Luego, es generalizable, pero la precisión śı se ve afectada (aunque
sigue siendo más barato)
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(Kochkov et al., PNAS 2021)

Código disponible en github (what a time to be alive)
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Qué se está publicando?

Por qué en el espacio espectral? Para que el método sea
independiente de la malla espacial

Operadores neuronales: idea reciente, necesita ser entrenado solo 1
vez y también son independientes de mallas

Operador neuronal en Fourier: nueva idea. Aprende la solución de
N-S y la realiza en 0.005 s (vs 2.2 s para un método pseudo espectral)
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(Li et al., ICLR 2021)

Test con otras PDEs de advección y difussión, muestra la precisión de
la idea de FNO (caso base N-S es 2D y planteado con la ec. de ω)

Será este el futuro de CFD?
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Qué se está publicando?

Reconstrucción de super-resolución (lo-res a hi-res) con 2 métodos de
ML: CNN y DSC/MS, basado en las imágenes del flujo

Cuántos datos se necesitan para lograr la reconstrucción?
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(Fukami et al., JFM 2019)
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(Fukami et al., JFM 2019)

Error depende fuertemente del número de fotos para entrenar a los
métodos, y hay un número ḿınimo para garantizar un error bajo
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(Fukami et al., JFM 2019)
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(Fukami et al., JFM 2019)

ME6010 (DIMEC/UChile) Nuevos métodos en turbulencia November 26, 2021 28 / 28



1/28

Nuevos métodos en turbulencia (II)
ME6010 - Introducción a la turbulencia

Mónica Zamora Z.

DIMEC, U. Chile

November 30, 2021
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Clase anterior

Conceptos relacionados con big data

Guardar datos no es trivial

¿Qué se está haciendo en turbulencia con datos?

Hay sesiones completas en conferencias

Brunton et al., Annual Reviews 2020, Machine Learning for Fluid
Mechanics

Kochkov (Google) et al., PNAS 2021, Machine learning-accelerated
computational fluid dynamics

Li et al., ICLR 2021, Fourier neural operator for parametric PDEs

Fukami et al., JFM 2019, Super-resolution reconstruction of turbulent
flows with machine learning
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A propósito de nada... ayer en un seminario
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A propósito de nada... internet

ME6010 (DIMEC/UChile) Nuevos métodos en turbulencia November 30, 2021 4 / 28
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Qué se está publicando?

Otro review enfocado a modelos de turbulencia, con una descripción
amigable de varios métodos de ML
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Beck and Kurz, GAMM 2021

Proponen una definición de ML:

Modelos de turbulencia vienen del problema de clausura, pero este se
complejiza al considerar los efectos de los métodos numéricos

El paper ahonda en los desaf́ıos y oportunidades de ML en modelos
de turbulencia
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Beck and Kurz, GAMM 2021
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Beck and Kurz, GAMM 2021
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Beck and Kurz, GAMM 2021
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Beck and Kurz, GAMM 2021
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Qué se está publicando?

Mejora de modelos de turbulencia con machine learning

”Physics-informed”: algo con sentido f́ısico en contraste con mucho
ML que no lo tiene
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https://doi.org/10.1103/PhysRevFluids.3.074602
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Wu et al., PRF 2018

Mejora de métodos de turbulencia: aproximaciones data-driven que
calibran los parámetros no son generalizables a otros flujos

Trabajos posteriores trataron de mejorar esto pasando de espacio
f́ısico a “espacio de caracteŕısticas del flujo medio”

Duraysamy usa veriables normalizadas del flujo como input y predice
un factor para corregir Spalart-Allmaras, logrando una buena
generalización en perfiles alares

Ling prueba la utilidad de usar invariantes de tensores como input
para predecir esfuerzos de Reynolds con deep learning

Aunque las predicciones de esfuerzos de Reynolds iban bien, la
predicción del flujo medio con RANS teńıa grandes errores: “errores
de propagación”

Weatheritt y Sandberg usaron otra aproximación donde usaron ML
para obtener una expresión algebraica de los esfuerzos de Reynolds
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Wu et al., PRF 2018

Este trabajo: separa los esfuerzos de Reynolds en dos términos: lineal
+ no lineal y los entrena por separado

Cuál es la parte lineal? Reescriben usando la parte anisotrópica

Esta descomposición tiene supuestos que la hace despreciar posibles
efectos de p y k

Lo que queda es: b = ν
L
t S+ b

⊥

La parte lineal es usualmente la dominante en flujos de ingenieŕıa a
altos Re (por eso los modelos de eddy viscosity funcionan bien), la
parte no lineal puede dominar en partes más complejas del flujo. En
resumen, esta descomposición sigue un argumento f́ısico
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Wu et al., PRF 2018

Qué variables pasar como inputs? Usualmente no hay una selección
sistemática, aśı que tratan de hacer una

Inicialmente, consideran las f́ısicas despreciadas en la expansión
anterior, proponiendo

τ = g(S,Ω,∇p,∇k)

Importante en técnicas que mezclan datos / variables: normalizar
adecuadamente! x̂ ∈ [−1, 1]
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Wu et al., PRF 2018

Tres variables adicionales por su importancia f́ısica:

Base invariante de los 5 tensores crea 47 variables + 3 adicionales: 50
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Wu et al., PRF 2018

Entrenamiento cuida la descomposición (L+NL) al optimizar

Y cuál seŕıa el output? La idea es que sea generalizado (e
independiente de transformaciones espaciales)

Valores propios de b en un sistema transformado para reconstruir los
esfuerzos de Reynolds

Las discrepancias ∆τ también son parte del output

Método ML: regresión con random forests (detalles en paper y github)

Test: ducto cuadrado (a otro Re) y cerros periódicos (con un cambio
en la geometŕıa)
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Wu et al., PRF 2018
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Wu et al., PRF 2018

ME6010 (DIMEC/UChile) Nuevos métodos en turbulencia November 30, 2021 18 / 28



19/28

Wu et al., PRF 2018
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https://github.com/xiaoh/turbulence-modeling-PIML
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Qué se está publicando?

Entrena modelo de turbulencia con un método deep learning
invariante

También busca modelar la parte anisotrópica de los esfuerzos de
Reynolds
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http://dx.doi.org/10.1017/jfm.2016.615
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Ling et al., JFM 2016

Uso de deep learning en parte porque la arquitectura es más flexible,
los random forests no permiten mucha modificación

Aśı, es posible embedir lo de las invariantes a la ANN: tensor basis
neural network (TBNN). De no hacerlo aśı, tendŕıan que trabajar full
invariantes y hacer la transformación afuera (Como el otro paper)

Inputs: S,R, k , ε

Ouput: Tensor anisotrópico b

Comparan la TBNN con una MLP (estándar)

Test: 9 flujos, incluyendo ducto cuadrado
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Ling et al., JFM 2016

Predicciones para el ducto cuadrado (cuadrante inferior izquierdo)

A TBNN le va mejor... y qué pasa con la propagación?
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Ling et al., JFM 2016

La predicción de velocidad de TBNN es mejor que EV pero
sobreestima al comparar con DNS-b

DNS-b es correr RANS pero pasarle los b del DNS (los reales),
representa lo mejor que se podŕıa hacer con RANS

Todav́ıa se puede mejorar
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Qué se está publicando?

Inverse modeling : aprender el error de un EVM (Spalart-Allmaras)
aplicado a alas de avión

Aprendizaje con ANN, input incluye viscosidad, distancia de la pared,
muy espećıfico para capturar la separación

Aprendizaje con diferentes perfiles, resultados en función de
parámetros aerodinámicos: Cp, CD , CL

ME6010 (DIMEC/UChile) Nuevos métodos en turbulencia November 30, 2021 24 / 28

https://arc.aiaa.org/doi/abs/10.2514/1.J055595
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Qué se está publicando?

Set de datos para mejorar modelos de turbulencia con RANS
(disponible en Kaggle)
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https://www.nature.com/articles/s41597-021-01034-2
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McConkey et al. 2021

Datos subidos a Kaggle (se pueden hacer notebooks de python
directamente ah́ı)
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McConkey et al. 2021
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McConkey et al. 2021

Simulaciones en OpenFOAM, estado estacionario

Dataset con casos de prueba t́ıpicos: cerros periódicos, ductos
cuadrados, lomos paramétricos, canal convergente-divergente, escalón
curvo

Invariantes: traza de los tensores ∇U, S ,R ,∇k ,∇p... los datos son
suficientes para crear 47 variantes como Wu et al.

Gran recurso para jugar, aprender, o hacer investigación
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Nuevos métodos en turbulencia (III)
ME6010 - Introducción a la turbulencia

Mónica Zamora Z.

DIMEC, U. Chile

December 3, 2021
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Clase anterior

Mejorando modelos de turbulencia con datos

Beck and Kurz, 2021: Review de ML en modelos de turbulencia

Wu et al., 2018: Modelar τRij = L+ NL con datos, problema de
propagación, problema de sistema ref. invariante, ML con random
forest

Ling et al., 2016: Modelar τRij con datos, sistema ref. invariante
embedido en el método de ML con ANN

Singh et al., 2017: ML para inverse modeling (aprender el error)

McConkey et al., 2021: Dataset para mejorar modelos de turbulencia
(disponible en Kaggle)

Hoy: métodos aplicados a vórtices y estructuras coherentes
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Qué se está publicando?

Otro review... lo pongo porque pone algunos temas adicionales

En turbulencia exploramos para tratar de identificar patrones: tanto
geométricos o espaciales como estad́ısticos

Entender patrones nos ayuda a entender la f́ısica, para lo que ML
puede ayudar
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Pandey et al. 2020

Turbulencia aún tiene muchas cosas por develar (con ML?):

Leyes de teoŕıa clásica pueden ser exploradas en más problemas
No seŕıa sorprendente descubrir nuevas leyes estad́ısticas (ej: charla de
Jose)
Modelos de clausura: usualmente nos quedamos con correlaciones
sencillas, pero podemos profundizar a mayores órdenes
Link entre geometŕıas, estad́ısticas, espectros

Revisan algunos trabajos propios..

Trayectorias lagrangianas en convección turbulenta: ML para
clustering (agrupar) en espacio espectral para entender la evolución
de part́ıculas de fluido

Componen una “red” de trayectorias y cómo éstas se conectan con la
organización de grandes escalas (superestructuras de convección)

ME6010 (DIMEC/UChile) Nuevos métodos en turbulencia December 3, 2021 4 / 23



5/23

Pandey et al. 2020

Conexiones entre part́ıculas usando grafos para cada t

Aprendizaje de la dinámica de part́ıculas usando trayectorias mediante
estos grafos, con coeficientes que se calibran

La red luego se descompone en k subgrafos o clusters, que
representan diferentes patrones de flujo convectivo

Detalles técnicos: dominio cartesiano 3D a un plano 2D con una
DCNN que reduce dimensionalidad, identificación de puntos calientes
(mayor flujo de calor)

Resultados f́ısicos: mayor Ra lleva a una menor fracción de calor
transportada por las superestructuras / mayor transporte por las
pequeñas escalas
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Pandey et al. 2020
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Pandey et al. 2020
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Pandey et al. 2020

Por qué estudiar estructuras o patrones dinámicos de éstas en flujos?

Históricamente se ha propuesto que son éstas las que dominan el
transporte (de momentum, calor, etc)

Sin embargo, este supuesto no se ha comprobado en muchos flujos,
para entender no solo si es cierto, sino que también cómo cambios en
su dinámica (no todos los problemas ocurren en estado estacionario)
modifican el supuesto

ML ofrece una manera de sistematizar y expandir este tipo de estudios
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Qué se está publicando?

Redes neuronales para seguir estructuras coherentes
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Aguilar-Fuertes et al. 2021

Idea: predecir las futuras estructuras coherentes (a.k.a. Q’s, sweeps,
ejections)
Comparar dos arquitecturas de redes neuronales: MLP (multi layer
perceptron) y LSTM (long short-term memory)
En teoŕıa clásica se han estudiado estructuras coherentes, pero sus
interacciones son no lineales y complejas: problema abierto
Foco en sweeps y ejections, que tienen altos esfuerzos de Reynolds y
contribuyen a la transferencia de momentum
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Aguilar-Fuertes et al. 2021

Pero hay demasiadas estructuras en cada instante, ligarlas con el
instante anterior es costoso: por eso se quiere probar ML

Problema: flujo de canal, datos en DNS

Identificación a partir de thresholds (parámetro mayor que un
ḿınimo), luego separarlas en objetos diferentes. Existen métodos
rápidos para esto
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Aguilar-Fuertes et al. 2021

Tracking: dinámica temporal de la estructura. Hay métodos basados
en “matching” y correlaciones, acá con ML... cómo le pasan info
geométrica?

Inputs/outputs: centro de masa, caja contenedora, volumen

Evaluación del error con cada paso de tiempo obtenido en DNS

Set de datos totales se divide en 70% entrenamiento, 20% validación,
10% testing
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Aguilar-Fuertes et al. 2021

Estructuras con diferentes configuraciones: número de capas, número
de neuronas por capa

Errores / precisión son sensibles a la configuración

Se puede ahondar más en qué cosas se predicen bien (o mal)
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Aguilar-Fuertes et al. 2021
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Aguilar-Fuertes et al. 2021
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Qué se está publicando?

Identificación de vórtices con ML

Multiples criterios existentes para métodos locales: Q, ∆, λ2, etc:
dependen de un threshold, intensidad de cada método está ligado al
flujo estudiado

Existent también métodos globales: formas eĺıpticas, OECS, IVD
(Instantaneous Vorticity Deviation), también tienen defectos... por lo
que hay métodos h́ıbridos. Es un tema amplio
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Deng et al. 2020

Propuesta: método basado en clustering

Han habido trabajos con DL, CNN, que parecen ser más robustos que
los métodos tradicionales

Métodos no supervisados pueden ser el camino: no requieren
parámetros dados por quien modela, por esto se propone usar
k-means... pero necesitan trabajar los datos primero

Resultados son sensibles al número de clusters
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Deng et al. 2020
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Deng et al. 2020
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Deng et al. 2020
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Cerrando...

ML ofrece alternativas interesantes para identificar y aprender la
dinámica de estructuras coherentes y vórtices

Datos deben ser simplificados (reducción de dimensiones)

Permite aprender la dinámica de forma simplificada

Pierde efectos que determinan otros detalles de las estructuras

Dependiendo de la pregunta cient́ıfica que hagamos, esto puede ser
bueno o malo

Hay múltiples técnicas de computer vision (CV) para hacer enlaces
entre “imágenes” y ML (OpenCV)
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Cerrando este caṕıtulo

Grandes potenciales de mejora con big data: tiempos y precisión de
simulaciones, modelos de turbulencia, dinámica de estructuras

Vistazo por encima a diferentes técnicas que se utilizan (sin meternos
en los detalles)

Ideas de cómo se implementan:

Para reemplazar todo N-S (espacial o espectral)
Para ayudar a algún término de N-S
Para mejorar modelos de turbulencia
Para ayudar a comprender la f́ısica

Desaf́ıos y dificultades: generalización a otros problemas y Re,
métodos invariantes al sistema de referencia, independencia de la
malla, validación y errores de métodos ML

Los datos no lo son todo: entender lo que se está haciendo y la f́ısica
antes de implementar técnicas de ML
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Cerrando este curso

Lo logramos! (pasar por todos los contenidos propuestos)

Turbulencia clásica
Modelos de turbulencia
Flujos no canónicos
Nuevos métodos en turbulencia

No profundizamos en todo, pero tenemos(?) lenguaje suficiente para
explorar en las profundidades con confianza

Base teórica (turbulencia clásica) abordando todos los conceptos clave

Barrido diverso para conocer técnicas flexibles (no solo turbulencia)

Espero que el curso les haya servido para mantener o aumentar su
cariño por turbulencia y fluidos (y no al revés)

Habrá una encuesta para evaluar el curso, ver qué otros contenidos les
habŕıa gustado ver, si las evaluaciones son mejorables, etc.

Gracias por compartir y participar. Buena suerte en el futuro!
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